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一 类 与 伪 Smarandache 本 数 相关 的 函数 方程 
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摘要 : 首先 研究 了 著名 的 下 . Smarandache 函数 S( m) 的 性 质 , 讨 论 了 一 类 新 的 包含 Smarandache 对 偶 本 数 及 其 伪 Sma- 

randache 函数 方程 Z(m +S,. (nm -1 = 知 坎 >] 的 可 解 性 ,利用 初等 数论 及 组 合 方法 ,结合 伪 Smarandache 本 数 
2 的 性 质 , 巧 妙 地 构造 了 一 个 新 方程 。 结 果 给 出 了 这 一 类 方程 的 所 有 整数 解 , 即 当 大 = 1 时 ,该 方程 当 且 仅 当 有 

唯一 解 = 1 , 当 太 = 2 时, 仅 有 解 = 2";,a 三 1; 当 上 = 3 时 ,无 解 。 从 而 ,本 文 彻 底 解决 了 这 类 新 方程 解 的 问题 。 
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1 引言 及 结论 


对 于 任意 正 整 数 ”, 著名 的 下 . Smarandache 函数 S( ”) 定义 为 最 小 的 正 整 数 mm 使 得 >|m! 。 即 S(z) = 
min{ :mm se Nm , 它 是 美 籍 罗 马 尼 亚 著名 的 数论 专家 Smarandache 教授 在 他 所 著 的 《Only Problems， 
Not Solutions》 一 书 中 引入 的 ,并 建议 人 们 去 研究 它 的 许多 性 质 。 由 $S(m) 得 定义 容易 推 得 ,如 果 ” = 
PYzp2…p& 表示 正 整数 ”的 标准 分 解 式 ,那么 S( 由 = max{S(PY) ,3S(p2) 3S(P8)} 。 关 于 本 数 S(m) 的 
算术 性 质 , 许 多 学 者 都 进行 了 研究 ,获得 了 不 少 有 趣 的 结果 "” 。 在 文献 四 中 ,Sandor 引入 了 Smarandache 
画 数 S( mw) 的 对 偶 函 数 $, ( ") 如 下 , 对 于 任意 正 整数 ”, $, ( m) 的 定义 为 最 大 的 正 整 数 m 使 得 m! |”。 即 有 
S. (m) = maxf me 辣 ee Nm 。 关 于 3S. (7m) 的 算术 性 质 也 有 学 者 进行 过 研究 ,取得 了 一 系列 研究 成 果 。 
例如 在 文献 外 中 王 妤 研究 了 有 关 $, ( m) 的 数 方程 > S (dg) = > 5$,. (d) 的 可 解 性 并 得 到 了 一 个 有 趣 


圳 开 圳 并 


的 结论 , 即 若 4 = {n:  S (d) = 了 S.(d) ,nm < N]} , 则 对 于 任意 的 实数 ，,Drichlet 级 数 Ks) =- 室 二 


圳 也 圳 也 mn=l1 几 


在 * < 1 时 发 散 , 在 ，> 1 时 收敛 ,是 有 恒等式 
/9 =< 人 1- 二 


其 中 , SZ (7m) 为 Smarandache LCM 画 数 的 对 偶 函 数 且 其 定 (m) = maxf 大 ,2，…) 朋 mA ee N}] ， 
Z(s) 表示 Riemann Zeta- 亢 数 。 
在 文献 时 ,Sandor 引入 了 伪 Smarandache 本 数 Z( m) 定义 如 下 : 对 于 任意 的 正 整数 ”，2( m) 为 最 小 的 


正 整 数 风 ,使 得 w| 中 号 + ， 即 Z( 且 = minfmm es Nm 中 + 二 | 。 从 2 吕 的 定义 可 以 计算 出 


Z(m) 的 前 几 个 值 为 : Z(1) =1，Z(2) =3，Z(3) =2，Z(4) =7，Z($) =4，Z(6) =3，Z(7) =6， 
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Z(8) =15 ,2Z(9) =8,Z(10) =4,，…。 关 于 Z(nm) 的 算术 性 质 , 许 多 学 者 进行 了 研究 ,获得 了 不 少 有 意义 
的 结果 "“”” 。 同 时 得 到 了 2Z( m) 一 些 简单 性 质 : 

a) 对 于 任意 正 整数 a 及 奇 素数 p , Z(p?) = 关 -1; 

b) 对 于 任意 正 整数 w，Z(2*) = 2“” -1。 

本 文 的 主要 目的 是 研究 本 数 方程 

Z(n) +S. (nm -1 = 大 三 1 ( 1) 

的 可 解 性 ,这 个 问题 至 少 目 前 还 没有 人 研究 , 张 文 鹏 教授 建议 研究 这 一 类 方程 的 整数 解 的 情况 , 这 对 进一步 
研究 函数 $. (m) 与 2Z(m) 的 性 质 及 它们 之 间 的 关系 将 贷 定 一 定 的 理论 基础 ,最 重要 的 是 可 以 解决 与 它 相 关 
的 级 数 的 敛 散 性 等 问题 ,得 到 一 些 较 好 的 特殊 结果 , 从 而 填补 这 一 研究 领域 的 一 点 实 白 。 故 笔者 利用 初等 及 
组 合 的 方法 获得 了 这 个 方程 的 所 有 正 整 数 解 。 亦 即 证 明了 下 面 的 定理 。 

定理 1 画 数 方程 (1) 当 上 = 1 时 , 当 且 仅 当 只 有 唯一 的 解 = 1; 当 上 = 2 时 , 当 且 仅 当 记 = 2“,aw > 1 
满足 方程 ( 1) ; 当 上 三 3 时 ,方程 ( 1) 无 解 。 


2 定理 的 证 明 


证 明 ”利用 初等 及 组 合 的 方法 可 以 直接 给 出 定理 的 证 明 如 下 : 为 了 简单 起 见 , 不 妨 设 $. (站 = 到。 当 
= 工时 ,显然 ” = 1 满足 (1) 式 。 所 以 ”= 1 是 方程 (1) 的 一 个 解 。 
下 面 假 定 ” > 1 且 满 足 方程 ( 1) 。 由 伪 Smarandache 函数 Z(m) 的 定义 知 
2Z(m(Z(n -1 +m2Z(n = 7Z(m 
由 此 式 并 结合 Z( m) 的 定义 立刻 可 以 推出 ”整除 m2( 站 ,注意 到 六 ,所 以 可 以 设 m2( 由 = 9m 或 者 


Z(m) = 一 。 将 此 式 代 入 (1) 式 可 得 全 十 m -1 = 。 而 由 $, (站 = 冯 的 定义 知 六 上 2 ， 从 而 可 设 ”= mi， 
此 时 ,上 式 可 化 为 


dg( 于 -1 n+m -1 = 7 mi (2) 
在 (2) 式 中 有 两 项 显然 可 以 被 (mm - 1) 整除 ,所 以 由 整除 的 性 质 易 得 (2) 式 中 的 第 三 项 m -1 也 能 被 (mm 
- 1) 整除。 显然 (mm -1) 整除 六 -1 当 且 仅 当 mm = 1;2;3 。 当 六 = 工时 ,由 (2) 式 可 知 y = 1 ,此 时 有 2(m) 
=7 ,由 本 数 Z( 由 的 定义 及 性 质 可 得 ,没有 正 整 数 ” > 1 满足 Z(m = 。 当 关 = 2 时 ,由 (1J1) 式 知 
ZI =m-1 且 >1, 此 时 ,m”= za >1，7 为 奇 素数 ,但 经 检验 知 ”= a > 1 不 是 ( 1) 式 的 解 。 当 
m =3 时 , 即 $.(m = 头 =3, 则 ”=6， 经 验证 ”=6 不 满足 (1) 式 。 所 以 , 当 大 = 1 时 , 正 整 数 ” 满 足 ( 1) 
式 当 且 仅 当 ”= 1。 当 上 = 2 时 ,显然 ”= 1 不 满足 ( 1) 式 。 
同 理 , 假 定 ” > ] 且 满 足 方程 (1) 。 根 据 Z(m) 的 定义 知 此 时 有 
2Z(m)(Z(n) -1 +mZ(m =2n2(7 


立刻 可 以 推出 ”整除 mZ( 由 ,注意 到 mm ,可 以 设 mZm = 497 或 者 Z( 由 = 22 。 将 此 式 代入 (1) 


式 可 得 22 + 由 -1 = 27 。 而 由 3. ( 放 = mm 的 定义 知 六 jn ,从 而 可 设 ”= ml mn ,此 时 ,上 式 可 化 为 
丰 (m-1 mr+ 灵 -1 =2m47 (3) 
在 (3) 式 中 有 两 项 显然 可 以 被 ( 亦 - 1) 整除 ,所 以 由 整除 的 性 质 易 得 (3) 式 中 的 第 三 项 - 1 也 能 被 (mm 
- 1) 整除 。 显然 (mm - 1) 整除 记 -1 当 且 仅 当 m = 1;2,3 。 当 关 = 1 时 ,由 (3) 式 可 知 夺 = 2 ,此 时 有 27) 
= 2m ,由 画 数 Z(m) 的 定义 及 性 质 可 得 ,没有 正 整 数 ” > 1 满足 Z(n) =2n 。 当 m = 2 时 ,由 (1) 式 知 2Z(m) 
=22-1 且 ”>1); 所 以 ,mm = 2")a 三 1 ,经 检验 知 ” = 2"),a 三 1 是 (1) 式 的 解 。 当 mm =3 时 , 即 $. (站 = 和 rm = 
3 , 则 ”= 6 ,经 验证 ”= 6 不 满足 (1) 式 。 综 上 , 当 上 = 2 时 , 正 整 数 ” 满 足 (1) 式 当 且 仅 当 ”=2",aw>1。 
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生 -1, 且 nm”=6 也 不 满足 (1) 式 。 故 方程 ( 1) 此 时 无 解 。 


当 上 让 = 3 时 ,由 以 上 两 种 情况 的 证 明 同 理 可 以 容易 推 得 ,没有 正 整 数 "” > 1 满足 Z( 站 = 如 ,和 Znm = 


综 上 所 述 , 便 完 成 了 定理 的 证 明 。 
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A Function Equation Related to the Pseudo Smarandache Function 


CEEN Bin 


( College of Mathematics and Information Science，Weinan Normal University，Weinan Shaanxi 714000，China) 


Abstract: First of all ， this paper studied the properties of the wellknown 玉 . Smarandache function S( m) ，then studied the positive in- 


teger solutions of a new function equation Z( m) +S. (m) -1 = 和 妇 ) 大 三 1involving both of the Pseudo Smarandache function and the 


dual Smarandache function. Used the elementary number theory and combinational method while the property of the Pseudo Smaran- 


dache function Z( mm) ，a new equation was made easily，As a result，all positive integer solutions are given for the equation ，that was 


the equation hold if and only if solution 录 = 1 wheng = 1 ，andifp =2，itholdsolutions7 =2"，aw 三 1 ，itwasnosolution 这 让 三 


3. So，all the positive integer solutions of this new function equation was solved completely. 


了 Key words: the Smarandache function; the Pseudo Smarandache function; function equation; integer solution 
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